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Аннотация
Пусть τk(n) — число решений уравнения x1x2 · · ·xk = n в натуральных числах x1, x2,
. . . xk. Пусть
Dk(x) =
∑
n6x
τk(n).
Задача получения асимптотической формулы для Dk(x) при k = 2 называется проблемой
делителей Дирихле, а при k > 3 — обобщенной проблемой делителей Дирихле.
Эта асимптотическая формула имеет вид
Dk(x) = xPk−1(log x) +O(xαk+ε),
где Pk−1(x) — многочлен степени k − 1, 0 < αk < 1, ε > 0 — сколь угодно малое число.
Обобщенная проблема делителей Дирихле имеет богатую историю.
В 1849 Л. Дирихле [1] доказал, что
αk 6 1− 1
k
, k > 2.
В 1903 году Г.Ф. Вороной [2] доказал, что (см. также [3])
αk 6 1− 1
k + 1
, k > 2.
В 1922 году Г. Харди и Д. Литтлвуд [4] доказал, что
αk 6 1− 3
k + 2
, k > 4.
В 1979 году. Р. Хис-Браун [5] доказал, что
αk 6 1− 3
k
, k > 8.
В 1972 году замечательный результат получил А. А. Карацуба [6]. Его оценка остаточного
члена асимптотической формулы имеет вид
O(x
1− c
k2/3 (c1 log x)
k),
где c > 0, c1 > 0 — абсолютные постоянные.
Эта оценка равномерна по 2 6 k 6 log x.
Пусть N0 — класс множества натуральных чисел, двоичного разложения которых со-
держат четное число единиц. В 1991 автор [8] решил проблему делителей Дирихле в числах
из множества N0 и получил формулу∑
n6X
n∈N0
τ(n) =
1
2
∑
n6X
τ(n) +O(Xω ln2X),
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где τ(n) — число делителей n, ω = 12
(
1 + log2
√
2 +
√
2
)
= 0.9428 . . ..
В настоящей статье обобщенная проблема делителей Дирихле решается в числах из
множества N0.
Ключевые слова: Обобщенная проблема делителей, двоичные разложения, асимптоти-
ческая формула, равномерная оценка остаточного члена.
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GENERALIZED PROBLEM OF DIVISORS WITH NATURAL
NUMBERS WHOSE BINARY EXPANSIONS
HAVE SPECIAL TYPE
K. M. Eminyan (Moscow)
Abstract
Let τk(n) be the number of solutions of the equation x1x2 · · ·xk = n in natural numbers x1,
x2, . . . , xk. Let
Dk(x) =
∑
n6x
τk(n).
The problem of obtaining of asymptotic formula for Dk(x) is called Dirichlet divisors problem
when k = 2, and generalyzed Dirichlet divisors problem when k > 3.
This asymptotic formula has the form
Dk(x) = xPk−1(log x) +O(xαk+ε),
where Pk−1(x) — is the polynomial of the degree k − 1, 0 < αk < 1, ε > 0 — is arbitrary small
number.
Generalyzed Dirichlet divisor problem has a rich history.
In 1849, L. Dirichlet [1] proved , that
αk 6 1− 1
k
, k > 2.
In 1903, G. Voronoi [2]
αk 6 1− 1
k + 1
, k > 2.
(see also [3])
In 1922, G. Hardy and J. Littlewood [4] proved that
αk 6 1− 3
k + 2
, k > 4.
In 1979, D. R. Heath-Brown [5] proved that
αk 6 1− 3
k
, k > 8.
In 1972, A. A. Karatsuba got a remarkable result [6].
His uniform estimate of the remainder term has the form
O(x
1− c
k2/3 (c1 log x)
k),
where c > 0, c1 > 0 — are absolute constants.
Let N0 — be a set of natural numbers whose binary expansions have even number of ones.
In 1991, the autor [8] solved Dirichlet divisors problem and got the formula∑
n6X
n∈N0
τ(n) =
1
2
∑
n6X
τ(n) +O(Xω ln2X),
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where τ(n) — the number of divisors n, ω = 12
(
1 + log2
√
2 +
√
2
)
= 0.9428 . . ..
In this paper, we solve the generalyzed Dirichlet divisors problem in numbers from N0.
Keywords: generalized problem of divisors, binary expansions, asymptotic formula, uniform
estimate of the remainder term.
Bibliography: 15 titles.
1. Введение
Пусть
n = ε0 + ε12 + ε22
2 + . . . (1)
— двоичное разложение натурального числа n, (εj = 0, 1; j = 0, 1, 2, . . .).
Разобьем множество натуральных чисел на два непересекающихся класса следующим об-
разом. Если число единиц в разложении (1) четное, отнесем n к классу N0; в противном случае
— к классу N1.
Пусть
ε(n) =
{
1, если n ∈ N0;
−1, если n ∈ N1.
В работе [8] автор вывел асимптотическую формулу вида∑
n6X
n∈N0
τ(n) =
1
2
∑
n6X
τ(n) +O(Xω ln2X),
где τ(n) — число делителей n, ω = 12
(
1 + log2
√
2 +
√
2
)
= 0.9428 . . ..
В настоящей статье изучается сумма ∑
n6X
n∈N0
τk(n),
где τk(n) — число решений уравнения x1 · · ·xk = n в натуральных числах x1, . . . , xk, k > 3.
Сформулируем основные результаты статьи.
Теорема 1. Для любого фиксированного натурального k > 3 существует η = η(k) > 0
такое, что справедлива формула∑
n6X
n∈N0
τk(n) =
1
2
∑
n6X
τk(n) +O(X
1−η).
Заметим, что ∑
n6X
τk(n) ∼ XPk−1(lnX),
где Pk−1(x) — многочлен степени k − 1 (см. [13], гл. V, задача 3), поэтому формула теоремы
1 является асимптотической при X → +∞.
Теорема 2. Для любого фиксированного натурального k > 3 существует η = η(k) > 0
такое, что
S =
∑
n6X
ε(n)τk(n) = O(X
1−η).
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Доказательства теорем основано на принадлежащей автору оценке интеграла
ˆ 1
0
|S(α)|dα,
где
S(α) =
∑
n62Q
ε(n)e2πiαn,
где Q — натуральное число см. [8].
2. Леммы
Лемма 1. (А.О. Гельфонд).
При любых вещественных α справедлива оценка
|
∑
n6X
ε(n)e2πiαn| 6 2√
3
Xλ0 ,
λ0 = log4 3 = 0.7924 . . ..
Доказательство см. в [7].
Лемма 2. Пусть
S(α) =
∑
n622Q−1
ε(n)e2πiαn.
Тогда справедливо неравенство ˆ 1
0
|S(α)|dα 6 2Qθ0 ,
где θ0 = log2
√
2 +
√
2 = 0.8857 . . ..
Доказательство см. в [8].
Лемма 3. Пусть
α =
a
q
+
θ
q2
, (a, q) = 1, q > 1, |q| 6 1.
Тогда при любом β, U > 0, P > 1 имеем
P∑
x=1
min
(
U,
1
∥ αx+ β ∥
)
6 6
(P
q
+ 1
)
(U + q log q).
Доказательство см. в [13, гл. VI].
Лемма 4. Пусть an — произвольные комплексные числа такие, что при a < n 6 b,
|an| 6 1. Пусть q — натуральное число, q 6 b− a. Тогда
∣∣∣ ∑
a<n6b
an
∣∣∣≪ b− a√
q
+
{b− a
q
q−1∑
r=1
∣∣∣ ∑
a<n6b−r
anan+r
∣∣∣}1/2.
Доказательство дословно повторяется доказательство леммы 3 в [14, Приложение, §11].
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Лемма 5. (П. К. Галлахер). Пусть S(t) — комплекснозначная непрерывно дифференциру-
емая на отрезке [t0, tk] функция, t0 < t1 < . . . < tk−1 < tk. Тогда, полагая δ = min
06r<k
(tr+1− tr),
будем иметь
k∑
r=1
|S(tr)| 6 1
δ
ˆ tk
t0
|S(t)| dt+ 1
2
ˆ tk
t0
|S′(t)| dt.
Доказательство см. [15, глава 1].
Лемма 6. Пусть k ∈ N. Справедлива оценка
2−k
2k−1∑
r=0
∣∣∣∣∣∣
2k−1∑
x=0
ε(x)e
2πi rx
2k
∣∣∣∣∣∣≪ 2 θ0k2 k,
где θ0 — константа из леммы 2.
Доказательство. Применяем лемму 5, положив в ней
S(t) =
2k−1∑
x=0
ε(x)e2πitx, tr =
r
2k
, δ = 2−k.
Тогда
S′(t) = 2πi
2k−1∑
x=0
xε(x)e2πitx,
Следовательно,
2−k
2k−1∑
r=0
∣∣∣∣∣∣
2k−1∑
x=0
ε(x)e2πirx2
−k
∣∣∣∣∣∣ = 2−k
2k−1∑
r=0
|S(tr)| 6
6
ˆ 1
0
|S(t)| dt+ 2−k
ˆ 1
0
|S′(t)| dt.
Оценим интеграл: ˆ 1
0
|S′(t)|dt.
После применения преобразования Абеля получим
ˆ 1
0
|S′(t)|dt 6 2π
ˆ 2k−1
0
ˆ 1
0
|
∑
06x6u
ε(x)e2πixt|dt du+
+2π
ˆ 1
0
|
∑
06x62k−1
ε(x)e2πixt|dt.
Воспользуемся тождеством
∑
06x6u
ε(x)e2πixt =
∑
06x62k−1
ε(x)e2πixt
1
2k
∑
06y6u
2k−1∑
b=0
e2πib(x−y)2
−k
;
получим
ˆ 1
0
|S′(t)|dt 6 2π
2k
ˆ 2k−1
0
2k−1∑
b=0
ˆ 1
0
|
∑
06y6u
e−2πiby2
−k ||
∑
06x62k−1
ε(x)e2πix(t+b2
−k)|dt du+
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+2π
ˆ 1
0
|
∑
06x62k−1
ε(x)e2πixt|dt.
Отсюда, из неравенства
|
∑
06y6u
e−2πiby2
−k | ≪ 2
k
|b|+ 1
и из периодичности с периодом 1 функции S(t) следует, что
ˆ 1
0
|S′(t)|dt≪ 2k
2k−1∑
b=0
1
|b|+ 1
ˆ 1
0
|S(t)|dt.
Если k — четное число, то из леммы 2 имеем
ˆ 1
0
|S′(t)|dt≪ 2kk2(kθ0)/2. (2)
Если k — нечетное число, k = 2k1 + 1, то поскольку
S(t) =
∑
06x<22k1−1
ε(x)e2πixt +
∑
06x<22k1−1
ε(x+ 2k1)e2πixt · e2πi22k1 t,
ε(x+ 2k1) = −ε(x), вновь применяя лемму 2, получаем и в этом случае неравенство (2).
Наконец, применяя указанным способом лемму 2 к интегралу
ˆ 1
0
|S(t)|dt,
завершаем доказательство леммы 6.
Лемма 7. Пусть k и t — целые числа, 0 6 t 6 k. Пусть при m ∈ N
εˆm(r) = 2
−m
2m−1∑
x=0
ε(xm)e−2πirx2
−m
и пусть a — произвольное число из промежутка [0, 2k − 1]. Тогда
2k−1∑
r=0
r≡a (mod 2t)
|εˆk(r)| ≪ 2θ0(k−t)/2|εˆt(a)| k,
где θ0 — константа из леммы 2.
Доказательство. По определению имеем
2k−1∑
r=0
r≡a (mod 2t)
|εˆk(r)| = 2−k
∑
r (mod 2k−t)
∣∣∣∣∣∣
2k−1∑
x=0
ε(x)e
2πia+2
tr
2k
x
∣∣∣∣∣∣ =
= 2−k
∑
r (mod 2k−t)
∣∣∣∣∣∣
2k−t−1∑
x=0
2t−1∑
y=0
ε(x+ 2k−ty)e2πi
a+2tr
2k
(x+2k−ty)
∣∣∣∣∣∣ .
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Поскольку ε(x+ 2k−ty) = ε(x)ε(y), имеем
2k−1∑
r=0
r≡a( mod 2t)
|εˆk(r)| = 2−(k−t)
∑
r( mod 2k−t)
∣∣∣∣∣∣
2k−t−1∑
x=0
ε(x)e
2πi
(
r
2k−t+
a
2k
)
x
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣2−t
2t−1∑
y=0
ε(y)e2πi
ay
t
∣∣∣∣∣∣ =
= 2−(k−t)
∑
r( mod 2k−t)
∣∣∣∣∣∣
2k−t−1∑
x=0
ε(x)e
2πi
(
r
2k−t+
a
2k
)
x
∣∣∣∣∣∣ |εˆt(a)|.
Сумма в правой части последнего неравенства оценивается точно так же, как аналогичная
сумма из леммы 6.
3. Доказательство теоремы 2
Пусть
S =
∑
n6X
ε(n)τk(n).
Разобьем сумму S на не более чем O(lnkX) сумм вида
S(X1, X2, . . . , Xk) =
∑
X16x1<2X1
. . .
∑
Xk6xk<2Xk
x1,x2,...,xk6X
ε(x1x2 · · ·xk)
и рассмотрим одну из них.
Считаем, что Xj > 1, j = 1, 2, . . . , k, и предполагаем выполненным неравенство
X1 ·X2 · · ·Xk < X
Без ограничения общности считаем, что
X1 6 X2 6 . . . 6 Xk.
Рассмотрим три возможных случая.
1◦ Пусть Xk > X0.8. Тогда
X1 ·X2 · · ·Xk−1 < X0.2,
следовательно
|S(X1, X2, . . . , Xk)| 6
∑
d6X0.2
τk−1(d)|
∑
Xkd6dx62Xkd
dx6X
ε(dx)|. (3)
2◦ X0.1 < Xk 6 X0.8.
Пусть
τ ′k−1(d) =
∑
X16x1<2X1
. . .
∑
Xk−16xk−1<2Xk−1
1.
Тогда в случае 2◦ имеем
S(X1, X2, . . . , Xk) =
∑
Y 6y<2k−1Y
τ ′k−1(y)
∑
Xk<x62Xk
xy6X
ε(xy),
где Y = X1 ·X2 · · ·Xk−1.
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Пусть Y 6 Xk, тогда
S(X1, X2, . . . , Xk)≪ Xε
∑
Y <y62k−1Y
|
∑
Xk<x62Xk
xy6X
ε(xy)|.
Заметим, что если Y < X0.1, то так как Xk 6 X0.8, тривиальная оценка приводит к
неравенству
|S(X1, X2, . . . , Xk)| ≪ X0.9+ε.
Поэтому можно считать, что
X0.1 < Y 6
√
X. (4)
Неравенство Y 6
√
X следует из неравенств XkY < X, Y 6 Xk
Если же Xk < Y , то меняя названия переменных, получаем
|S(X1, X2, . . . , Xk)| ≪
∑
Y <y62Y
|
∑
Xk6x<2k−1Xk
xy6X
τ ′k−1(x)ε(xy)|,
где Y удовлетворяет неравенству (4).
Тем самим получаем, что в случае 2◦ достаточно оценить сумму S2(Xk, Y ) вида
S1(Xk, Y ) = X
ε
∑
Y 6y<Y ′
|
∑
Xk6x<X′k
bxε(xy)| = XεS2(Xk, Y ), (5)
Xk < X
′
k ≪ Xk, X0.1 < Y ≪
√
X, |bx| ≪ Xε, XkY 6 X.
3◦ Пусть Xk 6 X0.1. Тогда k > 10, так как иначе, оценивая S(X1, . . . , Xk) тривиально,
приходим к неравенству
|S(X1, X2, . . . , Xk)| ≪ X0.9+ε. (6)
Пусть m — наибольшее натуральное число такое, что
X1X2 · · ·Xm 6
√
X.
Без ограничения общности считаем, что 1 6 m 6 k − 1 (иначе тривиально приходим к (6)).
Заметим также, что из
X1X2 · · ·Xm 6
√
X, X1X2 · · ·XmXm+1 >
√
X и Xm+1 6 Xk 6 X0.1
следует, что
X0.4 < X1X2 . . . Xm 6
√
X.
Введем обозначения y = x1 · · ·xm, x = xm+1 · · ·xk,
τ ′t(y) =
∑
X16x1<2X1
. . .
∑
Xm6xm<2Xm
x1···xm=y
1,
τ ′k−m(x) =
∑
Xm+16xm+1<2Xm+1
· · ·
∑
Xk6xk<2Xk
xm+1···xk=x
1.
Тогда получим
|S(X1, X2, . . . , Xk)| 6
∑
Y 6y<2k−1Y
τm(y)|
∑
Z6z6Z′
yz6X
τ ′k−m(z)ε(yz)|,
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где Z = Zm+1 · · ·Zk, X0.4 < Y 6 X0.5, Y Z 6 X, Z ′ ≪ Z.
Поскольку τm(y)≪ Xε, то и в случае 3◦ мы пришли к тому, что достаточно оценить сумму
того же типа, что и в случае 2◦ (см. (5)).
Вернемся к случаю 1◦ и оценим сумму (3).
Пусть X ′ = Xkd, X ′′ = min(2X ′, X).
Оценим при фиксированном d сумму ∑
X′6dx<X′′
ε(dx).
Имеем ∑
X′6dx<X′′
ε(dx) =
∑
X′6x<X′′
ε(x)
1
d
d∑
b=1
e2πi
xb
d =
=
1
d
d∑
b=1
∑
X′6x<X′′
ε(x)e2πi
xb
d .
Отсюда, применяя оценку Гельфонда, получаем
|
∑
X′6dx<X′′
ε(dx)| ≪ Xλ0 ,
где λ0 = 0.792... (см. [7]).
Теперь в случае 1◦ имеем оценку
S(X1, X2, . . . , Xk)≪ X0.2+λ0+ε ≪ X1−η1 ,
где η1 > 0.
Пусть теперь выполняется один из случаев 2◦ или 3◦. Оценим сумму (5).
Применим неравенство Коши:
S22(Xk, Y )≪ Y
∑
Y <y6Y ′
|
∑
Xk6x<X′k
bxε(xy)|2.
Пусть H = [Xρ], где 0 < ρ < 10−3 — малый параметр, который будет выбран позже.
Применим лемму 4:
|
∑
Xk6x<X′k
bxε(xy)|2 ≪ Xk
H
∑
|h|6H
(
1− |h|
H
) ∑
Xk6x<X′k
Xk6x+h<X′k
bx bx+hε(xy)ε(xy + hy).
Вклад h = 0 оценивается как O
(X2k
H
)
, поэтому
S22(Xk, Y )≪
X1+ε
H
H∑
h=1
∑
Xk6x<X′k
|
∑
Y 6y<Y ′
ε(xy)ε(xy + hy)|+ X
2
H
.
Зафиксируем h ∈ [1, H]. Теперь достаточно доказать, что
S3(Xk, Y ) =
∑
Xk6x<X′k
|
∑
Y 6y<Y ′
ε(xy)ε(xy + hy)| ≪ X1−η.
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Выберем натуральное число λ из неравенств
2λ−1 < Y X2ρ 6 2λ.
Введем символом ελ(n):
ελ(n) =
{
1, если сумма первых λ двоичных цифр n четная;
−1, – в противном случае.
Докажем, что тогда
S3(Xk, Y ) 6
∑
Xk6x<X′k
|
∑
Y 6y<Y ′
ε(xy)ε(xy + hy)|+X1−ρ+ε.
Поделим xy на 2λ с остатком:
xy = 2λ q + r, 0 6 r < 2λ.
Если r < 2λ − 2k−1Y H, то тогда
xy + yh = 2λq + r + yh, 0 < r + yh < 2λ.
Для таких xy имеем
ε(xy)ε(xy + hy) = ε(2λq + r)ε(2λq + r + yh) =
= ε(r)ε(r + yh) = ελ(xy)ελ(xy + hy).
Число пар (x, y), для которых остаток от деления xy на 2λ лежит между 2λ−2k−1Y H и 2λ−1,
есть
O(X2−λY HXε) = O(X1−ρ+ε).
Перейдем к оценке
S4(Xk, Y ) =
∑
Xk6x<X′k
|
∑
Y 6y<2Y
ελ(xy)ελ(xy + hy)|.
Введем для символа ελ(r) дискретное преобразование Фурье:
ε̂λ(r) = 2
−λ
2λ−1∑
l=0
ελ(l)e
−2πi rl
2λ .
Отметим, что в последней сумме ελ(l) можно заменить на ε(l).
По определению имеем
ελ(xy) =
2λ−1∑
r=0
ε̂λ(r)e
2πi rxy
2λ ,
ελ(xy + yh) =
2λ−1∑
s=0
ε̂λ(s)e
2πi
s(xy+yh)
2λ .
Суммируя получившиеся линейные суммы по y, получаем неравенство
S4(Xk, Y ) 6
2λ−1∑
r=0
2λ−1∑
s=0
|ε̂λ(r)||ε̂λ(s)|×
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×
∑
Xk6x<X′k
min
(
Y,
∥∥∥r + s
2λ
x+
hs
2λ
∥∥∥−1).
Пусть t — целое неотрицательное число такое, что 2t∥(r + s).
Пусть сначала 0 6 t 6 λ− 120ρ log2X.
Заметим, что из неравенства 2λ > Y > X1/10 следует, что λ > 0.1 log2X. Применим к
сумме ∑
Xk6x<X′k
min
(
Y,
∥∥∥r + s
2λ
x+
hs
2λ
∥∥∥−1).
лемму 3, положив в ней q = 2λ−t, α = r+s
2λ
, β = sh
2λ
;
∑
Xk6x<X′k
min
(
Y,
∥∥∥r + s
2λ
x+
hs
2λ
∥∥∥−1)≪ ( Xk
2λ−t
+ 1
)(
Y + λ 2λ−t
)
.
Упростим правую часть полученного неравенства.
Имеем
Xk
2λ−t
+ 1 <
XkX
2ρ
2λ−t
+ 1 6 2XkX
2ρ
2λ−t
;
Y + λ2λ−t < YX2ρ + λ2λ−t < 2Y X3ρ;
таким образом, (
Xk
2λ−t
+ 1
)(
Y + λ2λ−t
)
≪ X1+5ρ2−(λ−t);
∑
Xk6x<X′k
min
(
Y,
∥∥∥r + s
2λ
x+
hs
2λ
∥∥∥−1)≪ X1+5ρ2−(λ−t).
Теперь, пользуясь леммой 7 оценим сумму
2λ−1∑
r=0
2λ−1∑
s=0,2t∥(r+s)
|ε̂λ(r)||ε̂λ(s)| 6
6
2λ−1∑
a=0
2λ−1∑
r=0
r≡a (mod 2t)
|ε̂λ(r)|
2λ−1∑
s=0
s≡−a (mod 2t)
|ε̂λ(s)|
6 2θ0(λ−t) log2X
2λ−1∑
a=0
|ε̂λ(a)|2 = 2θ0(λ−t) log2X.
В рассматриваемом случае получена оценка
S4(Xk, Y )≪ X1+6ρ2−(1−θ0)(λ−t).
Поскольку λ− t > 120ρ log2X, 1− θ0 > 0.1, имеем
S4(Xk, Y )≪ X1+6ρ−12ρ < X1−ρ.
Осталось рассмотреть случай
λ− 120ρ log2X < t 6 λ.
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Имеем:
S4(Xk, Y ) 6
∑
Xk6x<X′
2λ−1∑
r=0
2λ−1∑
s=0,2t∥(r+s)
|ε̂λ(r)||ε̂λ(s)|min
(
Y,
∥∥∥r + s
2λ
x+
hs
2λ
∥∥∥−1) =
=
∑
Xk6x<X′
2λ−t−1∑
r2=0
2λ−t−1∑
s2=0
2t−1∑
r1=0
2t−1∑
s1=0
r1+s1≡0( mod 2t)
|ε̂λ(r1 + 2tr2)||ε̂λ(s1 + 2ts2)|×
×min
(
Y,
∥∥∥r1 + s1 + 2t(r2 + s2)
2k
x+
s1 + 2
ts2
2k
∥∥∥−1).
При 0 6 s1, r1 < 2t из сравнения r1 + s1 ≡ 0( mod 2t) следует, что либо r1 = s1 = 0, либо
r1 + s1 = 2
t.
Отсюда и из леммы 1 получаем, что
S4(Xk, Y )≪ 2−2λ(1−λ0)
∑
Xk6x<X′
2λ−t−1∑
s2=0
2λ−t−1∑
r2=0
2t−1∑
s1=0
min
(
Y,
∥∥∥hs1
2λ
x+ β
∥∥∥−1)+
+X2−2λ(1−λ0) 22(λ−t), (7)
где
β =
1 + r2 + s2
2λ−t
x+
hs2
2λ−t
.
Пусть hs1
2λ
= h1s1
2λ1
, где h1
2λ1
— несократимая дробь. Так как
2−λ1 6 2−λXρ, Y + λ12λ1 ≪ Y X3ρ
имеем
2t−1∑
s1=0
min
(
Y,
∥∥∥hs1
2λ
x+ β
∥∥∥−1)≪ Y X5ρ.
Подставим это неравенство в (7):
S4(Xk, Y )≪ X1+5ρ22(λ−t)2−2λ(1−λ0).
Отсюда, поскольку
22(λ−t) 6 2240ρ log2X = X240ρ, 22λ > (Y X−2ρ)2 > X0.2−4ρ,
при достаточна малых ρ имеем
S4(Xk, Y )≪ X1−ρ.
Теорема 2 доказана.
Теорема 1 прямо следует из теоремы 2, поскольку∑
n6X
n∈N0
τk(n) =
∑
n6X
1 + ε(n)
2
τk(n) =
1
2
∑
n6X
τk(n) +O(X
1−η).
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4. Заключение
В работе решена обобщенная проблема делителей с натуральными числами, имеющими
двоичные разложения специального вида.
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